< DEGLI S

-

TRASFORMATA DI FOURIER giovedi 30 giugno 2016

=

9 UNIVERSITA

] S

= m
N

Data un funzione f(t) reale o complessa si definisce la sua trasformata di
Fourier, TF, la funzione F(jo) che soddisfa:

F(jw) = foof(t)e-iwt dt

Qualora I’integrale esista. In tale caso vale la corrispondenza inversa, teorema:

f(t) = %L:OF(jw)ej“’t dw
Vale a dire che esiste una corrispondenza biunivoca tra le 2 funzioni:
f(t) & F(jw)
Da queste proprieta scendono un sacco di conseguenze.
Prima di tutto I’aspetto “fisico’. Si ricorda che:
el®t = cos(wt) + jsin(wt)

Quindi: f(t) puo essere considerata come una somma di funzioni sinusoidali
exp(jot) pesate ognuna con peso F(jw)/2r. Per questa ragione F(jo) €
spesso detta ‘spettro di f(t)’.
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Vediamo di riassumere le proprieta piu importanti, quelle che serviranno
per il contesto che stiamo affrontando.

Va subito detto che le trasformate si usano per tabelle, per cui solo raramente
occorrera fare ricorso alla soluzione dell’integrale con cui sono costruite.

Solo in guesto modo la loro utilita diviene palese e serviranno per estendere
agevolmente la soluzione delle nostre reti circuitali anche in presenza di
equazioni differenziali, introdotte con I’uso dei condensatori ed induttori,
quindi dei transistori e del compartimento reale degli OA.

Cominciamo senz’altro...

Una delle prime proprieta che aiuta a semplificare le cose riguarda il fato
che le nostre funzioni nel dominio del tempo sono solo reali. Quindi:

Le nostre funzioni f(t) apparterranno al campo reale.
Abbiamo subito la seguente proprieta che segue dal fatto che *(t)= f(t)
(f*= complesso coniugato di f):

+ 00

F*(jw) = f:roof"‘(t)ej‘*’t dt = f f(t)e/*tdt = F(—jw )

— 00

Inoltre se f(-t)=f(t) risulta:

+00 —0
F*(jw) = J f(t)elot dt "= — J f(—u)e 1" du
o 400

+ 0o
N f_oo f(He7* dt = F(jo) Ovvero F(jo) € reale.

Viceversa se f(-t)=-f(t) F(jo) risulta puramente immaginaria.
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Per ogni numero a reale vale che:

f(at) & % F (E)

a

Invero questa proprieta riguardante la dilatazione dei tempi non € molto
sfruttata in elettronica.

Viceversa....
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Proprieta importante: traslazione temporale:

4

f(t) Traslazione di a secondi f(t-a)

—>
AN

a

v

[
»

f(t—a) & F(jw) e ®3  edanche €?f(t) & F(j(w —a))

Applicazione la modulazione in frequenza:
Sfruttando il fatto che  e3f(t) & F(j(w —a))  siha:
1, . .
f(t)cos(wot) = f(1) (el@ot + gTI@ot)

. |
= 5 [F((@ + o)) + F(i(w = o))

A A

v
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Proprieta importante: il teorema di CONVOLUZIONE

Supponiamo che la risposta di sistema ad una eccitazione 5(t) sia
rappresentabile con la funzione h(t).
Quale potrebbe essere la risposta ad una generica eccitazione f(t)?

Possiamo supporre la f(t) divisa
f () in tanti rettangolini larghi
ognuno At. Se At €
T e {{fﬂ‘ sufﬁpientemente piccolo
possiamo pensare che f(t) At
sia approssimabile con una 5(t),
OVVEro:
’ f(t) At 5(t-1).
L La risposta del sistema sara
- iy ‘ percio:
f(t) Ath(t-1).

A'r_

0123 i 5

Quindi la risposta del sistema U(t) all’eccitazione f(t) risulta:

t
Ati—0
Ut) = z f(t,)ATih(t — T;) —— j f(t)h(t — T)dt
i — 00
(assumiamo qui che f(t) sia definita in (- oo, o0), mentre h(t) sia definita in (0, )

La quantita: .
f(t)*h(t) = f f(t)h(t — 1)dr
e detta convoluzione di f(t) con h(t), complicata nel dominio del tempo.
Ebbene vale che:

f({H)n(t) < Flw)H(w)
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Il teorema di CONVOLUZIONE e fondamentale in elettronica.

Un qualsiasi circuito, costituito da amplificatori, resistori, capacita, induttori,
si risolvera sempre a partire da un sistema di equazioni lineari.

La loro soluzione non & nient’altro che la risposta alla (t) della rete. Per culi,
una volta calcolato la soluzione del sistema, ovvero quello che viene
chiamata funzione di trasferimento del sistema, ovvero il rapporto tra
tensioni e correnti tra 2 nodi, é possibile risalire alla risposta del sistema a
qualsiasi eccitazione attraverso la convoluzione.

Cioé se TF(s) e la funzione di trasferimento tra 2 nodi di interesse, v, e v;,
risulta, s=jo:

v, = TF(s)v;

Se ora v; assume un andamento f(t) avente trasformata F(s), risulta:

Vo = TF(s)F(s)
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Altro teorema importantissimo: il teorema della derivata

1 (** :
Al solito da: f(t) = %j F(jw)e'*tdw

— 00

d™f(t)
dtn

Vale:

< (jw)"F(jw)

d"F(jw) -
don (—jiv™ ()

... e quello dell’integrale

t

j ) F(jw)
(t)dt & F(0)8(w) + o

— 00

Questi 2 teoremi ci consentiranno di trasformare sistemi di equazioni
differenziali nel dominio del tempo, legati alla presenza nella rete di
induttanze e capacita, a sistemi di equazioni lineari nel dominio della
frequenza.

Con la trasformata di F. nel dominio della frequenza rimane un termine in

d(s), legato alla condizione iniziale. Questo «fastidio» viene eliminato
adottando la trasformata di Laplace, come vedremo tra pocoo.
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Considerazioni sulle funzioni fondamentali:

+co
§(t) - J S(He1®tdw = 1

Importantissimo: la funzione “difficile’ 5(t) viene trasformata in una
funzione costante su tutto I’asse delle frequenze. Fisicamente la cosa e’
coerente, infatti la o(t) e’ definita per avere un valore solo in t=0, per cui Ci
si aspetta che sia rappresentata in tutto il campo delle frequenze.

+o00
Lo : 1 .
Come conseguenza e valido I’inverso: o(t) = o f e/tdw
T
— 00

6(t) & 1
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Funzione importante: 1(t) —» mé(w) + E\Qm

La 1(t) e una funzione di test importante in laboratorio perché contiene
tutte le componenti spettrali: la transizione veloce contiene tutte le
informazioni ad alta frequenza, mentre la parte patta la componente in
continua.

Anche qui nella TF abbiamo la presenza delle distribuzione nel dominio
della frequenza; distribuzione legata alla condizione iniziale: la 1(t) e
I’integrale della 5(t) ed ha una componente continua. Ancora, nella T di
Laplace questa distribuzione svanisce.

1 sign(t)
>

Altra proprieta.:
prop jw 2

é@& sign(t)
& 1 DC
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Riassumendo le proprieta della Trasformata di Fourier:

TABLE 2.3. Key Properties of the Fourier Transformation

Time Function

Fourier Transform

f(1)
df(t)/dt

[ _ferydn
[i(0)* f(1)
[7 1@ dr

(= 1y)
f(tyero
ki 1(t) + ky fo(1)

F(jw)
jfiJF(jw)
j—wF(jw) + 7F(0)8(w)

F(jo)Fy(ja)
i e 3|2

on | IFGe)P de
F(jw)e /o
F(jo — joy)

ki Fi(jo) + ky Fy(jw)

Qualche esempio:

TABLE 2.4. Some Commonly Used Fourier-Transform Pairs

i F(jo)
(1) 1
1
Jw
e el =22
w? + a®
1 Lo l<t ) L
1 t, 0, 7> 1, (2/w) sin wt,
sin wy {1, || <
-t 0, |o|>wp g o,
el®o! 27:’8((0 — wo)
: 27 8(w)
COS wy ! 78w — wy) + 78(w + wy)
e —Jjm8(w — wy) + jmd(w + w)
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Es.

A\ 4

(@)
—
o

£(t) = 1 se —tg <t<t, i
~ |0 se t >ty oppure t< —tg

Ovvero f(t) € meglio esprimibile come: g(t)=[1(t+t,)-1(t-t,)]

to . . .
. e jot el®lo _ a0t sin(wt
F(jw) = f eIt dt = ——— | =2—— _ o Sin(®t)
jw jw 0
—to
.20
IF(jo)|
15} t,=10
10}
5_
OWWMN\/MN\/\/\/\}
30 5 '

Fo)|
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sin(wyt) e®ot 1 e %t 1

Da. f(t) = —_— S
© it 2j Tt 2j Tt
. . 1 1
Si ha: F(jw) = — E&gn(w — Wy) + Emgn(w + w,)
Prof:
Blics) = sin(w,t) ot gy — 1 Trasf 1 1 Trast 1
(o) = - - 2j st e 2j st e
w—W, w+wg
+ o0 + oo
Ma Trast (L) = | S 0D 4 = s
a rasf. ] = s = —j - = —jsign(w)

Qui abbiamo 0 Qui abpiamo 2 Qui abbiamo 0

=Wy @
sigh(o+wm,) -sign(w-w,)
.y |1 se —wg <w<w,
‘ E(w) = {O se w > wg oppure w < —wg
Ovvero: Flw)=1(w+ w,) — 1(w — w,)

gpessina Trasformate 12

== ONVIIN IO =2



< DEGLI S

-
=

U

.......... trasformata di Fourier, 12

= )

9 UNIVERSITA
b M
N

Es.

f,() =1()e™@ e f,(t)=e 2t con a>0

+ oo + o

_ _ a—(iw+a)t 1
Fi(w) = f e a1 (t)e IOt dt = j e-otatqr = — — |Fo=_
Jw + a Jw + a
—00 0
Invece:
. L 2a
2((*)) - (az n (1)2)
E anche:

1(=0e* = (=) = Tras.(1(=e") = Fi(jo) = Fi(0) = ————
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fa(t) =1(t)e?t a>0
F =
3(w) io—a
Percio:
—at 1
fi(t) = 1(t)e con a>0 -F/(w)=-
Jw + a
Il denominatore si annulla per jo=-a, cioe polo <0
at 1
fi(t) =1()e?" con a>0 - Fj(w)=-
jo—a

Il denominatore si annulla per jo=a, cioé polo >0

Considerazione importante:

Poli reali negativi implicano risposta convergente a t=w,

Poli reali positivi implicano risposta divergente a t=.

Questo significa che stando nel dominio delle frequenze siamo in grado di
capire se la risposta di un sistema e convergente o divergente. Vedremo tra
poco che questo € molto importante.
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Es.

F(w) = f sin(wyt)e @t dt =

— 00

Ma:

+00

.......... trasformata di Fourier, 14

‘(\ f T n p /\
1

: /\/\ /\/ L |
/ \\ / \\/ \\ /, \\ /» \/ \/ f(t) = sin(wyt)

ejooot —jwtdt e—ju)ot
2 © 2]

< DEGLI S bl

-
S
=

= )

9 UNIVERSITA

] N

i M
N\

== ONYTIN IC

~ 8w — wy)  TS(w + w,)
) 2j
jwet e—jwot
f(t) = sin(w,t)1(t) = 1(t) — 1(t)
Equivalente alla traislazione nel dominio delle f:
(Detta 1(w) la trasformata di 1(t))
f(t ! 1 ! 1(w + ! S +
- — — - — = — — —
() 2 (@ — wo) 2 (@ + wo) 2| (@ — wo) TP

gpessina
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Se: f(t) = sin(w,){1(t+a) — 1(t —a)}
Succede che:

a

; ) ejwot —_ e_jwot .
f(t) - f sin(wyt)e /1t dt = < > > e 10t dt =
—a

—a
1 [ e-l(w-wo)t 1# ¢ [ e~ i(@+wo)t
2w —wo)] —j(w + wo)]

d

_ 1 (]2sin[(w — wy)a] 2sin[(w + w,)a]
‘ﬁﬂ (@ = wo) ] [ (@ + wo) ]}

Vale a dire che la funzione seno si ‘sparpaglia’ quando viene limitata.

1 15
os| (1) 1 IF(jo)|
o— | 0.5
-0.5/ | O
ho 5 0 5 10 040 5 0 5 10
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Valutiamo la trasformata di Fourrier del segnale Gaussiano:
+ 00
t2 —i—st
f(t) — e_ﬁ F((D) = e 202 dt
—00

Innanzi tutto osserviamo che f(t) e una funzione pari. Per le proprieta viste
sulla trasformata di Fourrier deve essere verificato che F(s) € R.

vediamo di semplificare:

+ oo 5 +o0co
_ 1 0 2 4.2 4.2 o 1 2
F(s) = f . 202(t +202st+o%s?—o*s )dt _ 6—70)2 f . 202(t+cr s) 2 4t
— 00 — 00

Ora applichiamo la proprieta che F(s) € R. Deve anche € R la funzione:

2 oo 1 2
(0] L 2
G(S) = e_T(‘)Z j e 262(t+6 S) dt

— 00

A guesto punto basta porre u=t + ¢s, ovvero du=dt:

__1 2
G(s) = j e 20" du =oV2m

— 00

gpessina Trasformate 17
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In definitiva:
_o?
F(s) = oV2me 2%

La proprieta della funzione Gaussiana rimane inalterata nel passaggio al
dominio delle frequenze: la forma della funzione non cambia.

Al sola particolarita & che essendo un cambiamento della variabile t nella
variabile w=1/(2xt), il coefficiente moltiplicativo di t nell’esponenziale
diviene il reciproco nel dominio delle frequenze.

Questo indica che la funzione gaussiana e cosi regolare che lo spettro delle
sue componenti in frequenza sono distribuite con la stessa modalita del
segnale temprale nel dominio del tempo.
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Sebbene le funzioni che si riescano a studiare con Fourier siano molte
resta comunque limitato il campo delle funzioni per cui esista la
trasformata. Un modo che si usa per ovviare a questo inconveniente €
quello di limitare la funzione nel tempo, cosa che si fa nei sistemi di
acquisizione.

Un altro metodo e quello di “filtrare’ la funzione in considerazione in
modo da lasciare inalterata la parte di interesse.

Sicuramente I’insieme delle funzioni analizzabili cresce enormemente
se, ad esempio, per una funzione nulla per t<0 consideriamo la nuova
funzione:
dove a sia opportuno.
f(t)e ot

Es. f(t)=x"1(t) ‘ xMe~®t  risulta assolutamente integrabile
per qualsiasi a>0.

Possiamo considerare la trasformata di Fourier di x%e~ %t

f(t)e™t - j f(t)e~*te Iot dt = j f(t)e (@Ot gt = F(a + jw) = F(s)
0 0

S=oa+jw

- F(s) e detta trasformata di LAPLACE di f(t)

Infatti:
1 + 00 1 a+joo
f()e~ ot = — j Fla + iw)el®td ssatjo - j F ste—at g
(t)e o (a+jw)e W o | (s)e®'e S
— 00 (x—]OO

a+oo

1
|:> f(t) = ]2_11 j F(s)eStds L’integrale non dipende da a.
gpessina =00 Trasformate 19
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Per essere piu rigorosi:

Data una f(t) genericamente continua in (0,+0) si dice trasformata
di LAPLACE F(p) della variabile complessa p=a+jw la funzione
per la quale sia possibile trovare un valore o di a per cui esiste:

+ 00

F(p) = f f(t)e Ptdt

0

La quantita o e detta “ascissa di convergenza’ ed e il minimo valore
di o per cui I’integrale esista.

Sotto tali condizioni vale la relazione inversa:

a—joo
1
f(t) = o f F(p)eP'dp a > ac
o—joo
0 pert<O

L’integrale non dipende dalla scelta di o, purché > o

Fortunatamente la grande parte delle proprieta godute dalla Trasformata di
Fourier restano valide anche per la Trasformata di LAPLACE, con anche
meno restrizioni.
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La traslazione temporale rimane valida:
ft—T1(t—T) » e PTF(p) e f(t)l(t)ect - F(p — C)

Il teorema di derivazione:

df
T - pF(p) — f(0*) ma:

d(f()1(V)
” — pF(p)

E cosi pure per le derivate di ordine superiore.

[l teorema dell’integrale:
t
1
j f(t)dt — EF(p)
0

Quindi il fatto di filtrare a bassa frequenza della TL elimina la condizione
iniziale, cioe la 8(p). Ovviamente se la condizione iniziale e importante per
I’evoluzione del segnale va tenuta in conto in altro modo, cosa che viene
effettivamente fatta.

Il teorema di convoluzione resta valido pur di limitare a t il limite

superiore dell’[:
t

f(t) » h() = ff(T)h(t — 1)dt - F(p)H(p)

0

Interessante:

f(t) * h(t) - F(p)H(p) = H(p)F(p) — h(t) * f(t)
gpessina Trasformate 21
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Inoltre abbiamo il teorema dei limiti:

Caso 1 ( f(0™) = limf(t) = I}i_{{}opF(p)
f(+o0) = lim f(t) = 1 F(p) j+mdfdt ist
) = lim = lim se — dt esiste
Caso 2 \ t—>+00 0P P o dt ©
~pt 17 df
_ —pt pergarti B e_ too , T+ ar .
F(p) f f(t)e™Ptdt f(t) . o +p e dt
0
—1f0+ +1j A ~Ptdt
Quindi:
T ar
Caso 1 llm n pF(p) = f(0*) + lim d—te_ptdt = f(0™)
p—>©0

Caso 2

gpessina

0

limpF(p) = f(0*) + li de —Ptdt—f0+)+fdfdt—
SmpE(p) = H07) + iy | qre T dt =1 dt

se l'integgrale

esiste f(0%) + f(+0) — f(0) = f(+0)
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Estendiamo il teo della derivata:
n
Vale che: d (f(t)l(t))

— p"F(p) ma anche che:

den

d"F(p) v

dpn - (—1)n j thf(t)e Ptdt
0

Di conseguenza:
d"F(p)
dp™
Per ottenere questa proprieta importante per la soluzione delle nostre reti
elettriche:

(1 - (D"

+ o0

f(t) = e~T1(v), > 0 j ~(p+1/Dtgt = F(p) =
(t) =e (t) T - | e (p) e
0

(p+1/1)?

te~T1(t) » (—1)?

t2eYT1(t) » (—1)2

(p+1/1)3

(p+1/0D*

t3e”VT1(t) » (-1)3

(—1)1n!

eTm = U T e

t/ n!

t"e YT (t) -

| O s e

gpessina Trasformate 23
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Ora non ci resta che mettere in pratica quello che abbiamo appena visto:
Impedenza complessa di un condensatore:
t
V(t) = 1 J i(tHdt' V(s) = li(s)
C ) sC

Per questa ragione nel dominio delle frequenze si definisce per il
condensatore I’impedenza complessa:

1
‘=%
Impedenza complessa di un induttore:
V(t) = L% V(s) = sLi(s)

Per questa ragione nel dominio delle frequenze si definisce per I’induttore
I’impedenza complessa:

Z. = sL

Siccome i circuiti elettronici ed i modelli dei componenti elettronici sono
basati sull’impiego di Resistenze, Condensatori ed Induttanze, le soluzioni
delle reti di nostro interesse coinvolgono derivate ed integrali.

Operando nel dominio delle frequenze queste equazioni differenziali
vengono tutte trasformate in equazioni algebriche che forniscono come
risultato rapporto tra polinomi, per i quali possiamo riscostruire facilmente
I'evoluzione temporale nel dominio del tempo, o interpretare nel dominio
delle frequenze.

Chiaramente, almeno in laboratorio, tutto si governa bene a meno di usare
segnali di test di forma «esotica»...
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Gradino: 1)
<&, I DC
fi() =1(0) ed anche f,() = 1(t=T) & \l
400 +00
e Pt
F,(p) =j 1(t)e‘ptdt:f e Ptdt =——|§* , ac>0
0 0 P
e PT

F,(p) = e PTF;(p) =

Quindi:
f3(0) = 1(t —T))-1(t - T2)

fornisce:

1
F3 (p) — 5(e_pTl — e_pTZ)

In particolare:
e l’j di al(t)
quindi:

% Tras(al(t)) =

T | =
o | o
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L’importanza della funzione a gradino in laboratorio

1
=10 < F(p)=5

Avendo una transizione repentina la 1(t) presenta uno spettro di frequenza
esteso ed e una buona funzione di test per caratterizzare a colpo d’occhio la
risposta di una rete.

Chiaramente la funzione a gradino ideale non e sintetizzabile, ma sono
sintetizzabili funzioni a gradino con transizioni molto veloci. La
strumentazione capace di implementare queste funzioni ha un costo che e,
ovviamente, inversamente proporzionale al tempo di transizione.

Qui possiamo vedere una situazione reale dove il tempo di transizione della
funzione eccitante € molto piu corto della risposta della rete. Per la rete la
transizione della funzione di ingresso é quindi approssimabile ad una 1(t).

File  Edit  Wertical Honzdacg  Trg  Dusplay  Cursore Measure  Math Utilities  Help

Tek  FRun Sample 20 Apr 15 13.21:27 Buttons

Azzurro: risposta della rete

[utans |

- Giallo: segnale di ingresso - :
L
40,0

Ch 20.0my &2 Chz 100mY b = ET 160psht

Vedremo tra qualche pagina come potere descrivere le caratteristiche della
risposta alla 6(t) della rete in funzione della risposta al gradino.
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Scalando a tempi via via piu piccoli si riesce ad arrivare a verificare il tempo
di transizione effettivo del gradino di ingresso alla rete.

Come si puo vedere guando il gradino di ingresso ha completato la
transizione il segnale di risposta della rete non ha praticamente ancora
iniziato a muoversi.

File  Edit  Merhical Honzdtcg  Tng Dizplay  Cursors Meazure  Math  Utilitiez Help

Tek  Run Sample 20 Apr 15 13:22:02

Chi 20.0mY

Questo mostra come il gradino di ingresso non contribuisce alla velocita di
transizione del gradino di uscita.
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Infine un commento sulla ripetitivita del segnale.

In genere non si applica un segnale di ingresso che abbia una effettiva durata
infinita, ma bensi un’onda quadra con un periodo di ripetizione che sia
sufficientemente grande rispetto all’evoluzione del segnale.

Questo rende agevole il compito dell’oscilloscopio, lo strumento da cui é
stata tratta I’'immagine, all’acquisizione dell’onda.

Inoltre la presenza di possibili disturbi esterni possono essere meglio messi
in evidenza.

File  Edit  “ertical Horzddcqg  Trg Display  Cursors beazure Math  Ublitiezs  Help

Tek  Run Sample 20 Apr 15 13:22:360 Butions

(B!
I
I

Chl 20 0y Chz 100y Ml 2 .0rns & .Ouspot
4 Chl -

Tuttavia con gli oscilloscopi di ultima generazione I’uso dell’onda quadra
potrebbe essere in effetti sostituita dal gradino ideale.
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Da: fs(t) = sin(wyt)1(t)
Otteniamo:
+ 00 + oo
400 . .
e](‘)ote_pt e_](‘)ote_pt
F.(p) =f sin(wot)l(t)e‘ptdtzf Tdt—f > dt =
, ) )
0 0
1[ e-P-iwolt a=(PHwo)t]™™
= | - + - ] = ac> 0
2 p—jw,  Ptjwe [y
_r 1 ]zllpﬂ'wo—(p on)] W
j2[p—jw, ptijwe] j2 p? + wg p +wo
In particolare:
f.(t) = cos(wyt)1(t) lo deriviamo da:
d(sin(wet)1(t)) _
Tt = w,Cos(wyt)1(t) + sin(0)8(t) =
1 d(sin(wet)1(t))
D1(t) =
cos(@e01(0) = ==
E quindi:
F 1 F =
c(p) = o, P s(p) = 07 1 o2
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.......... trasformata di Laplace, 12

NB: Le proprieta che vedremo d’ora in poi sono fondamentali nello
studio del comportamento degli amplificatori reazionati.

= )

9 UNIVERSITA
b M
N

Riassumendo:

(t>0) e VT1(t)

+ 1/t polo a: T < 0 Negativo, reale

(t>0) e/"1(t) &

— polo a: = > 0 polo positivo, divergenza

2 poli complessi puri a:
+jw. La risposta
Y p e
prosegue all’infinito se
non ci sono termini
dissipativi.

cos(wyt)1(t) ©

p2 + (*)(2) a (p + jwo)(p - j(*)o)

Ora consideriamo:  f(t) = cos(wyt)e Y1 (t), y > 0:

(risposta oscillatoria smorzata)

+ oo
F(p) = j cos(wyt) e Ve Pidt =
0
+co +co
e(iwo—Y)ta—pt e(-iwo=Y)ta—pt
[, Femen,
0 0

1 e(ij_Y)te_pt e(j(‘)0+Y)te_pt oo
_2{ P+ —joo p+v+iwo}0 N
1{ 1 1 }
2(p+ty—jw, ptytjw,
1{ 1 . 1 }_1 p+y+jo,+p+y—jw,
2(p+Po DP+DPo) 2 p?+2Re(po)p+ |pol?
B p+y ~ poli a: jm,-y. 1 poli sono

pZ + 2Re(py)p + |po|? = complessi e coniugati con parte
gpessina reale negativa. Trasformate 30
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Quindi: f(t) = cos(wyt)e Y1 (t) da luogo a 2 poli complessi coniugati:

p1 =—Y+]jw, =Ppo € P2=DP1"Po

1{ 1 N 1 }_ p+y
2(pty—jwe pt+y+ijws) p?+ 2Re(po)p + |pol?

La parte complessa € responsabile della condizione oscillatoria, mentre la
parte reale del termine esponenziale. Se il termine esponenziale €
negativo la funzione e limitata all’infinito, in caso contrario diverge.

E usuale interpretare I’effetto della parte oscillatoria rispetto a quella
esponenziale in termini del rapporto tra parte reale del polo ed il suo

modulo:
Re(p,)
|Pol

Se il rapporto € unitario abbiamo solo parte esponenziale, se € nullo abbiamo
esclusivamente la parte oscillatoria.

S

-
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.......... trasformata di Laplace, 14
Riassumendo di nuovo:
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Polo negativo:

0.8

0.6

1

e — 0.4

>0) e VT 1(t -

0.2

800

Polo positivo:

600

1 400

( <O)e_t/p1t o — =
P () p+1/p pO p 200

Poli immaginari puri:

P p
p2 + wg (p + j(‘)o)(p - jwo)

cos(wyt) ©

Poli complessi coniugati:
05 y>0

0

f(t) = cos(wot)e™¥' () &  p+y
p* + 2Re(po)p + |pol? o

150

f(t) = sin(wyt)e Y (t) & o

50
wO
0

p? + 2Re(po)p + |Pol? <o
P1 = —Y +jw, = Po

P2-P1 = Po
gpessina Trasformate 32
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TEOREMA DEI RESIDUI ED ALTRO, 1
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Abbiamo visto che sappiamo convertire facilmente la funzione di
trasferimento o il segnale presente all’uscita della rete se e composta di poli
semplici reali o complessi coniugati. Anche nel caso i poli siano multipli
siamo in grado di svolgere la conversione.

Per potere ricondurci a questa situazione dobbiamo quindi potere
riformulare la funzione di trasferimento o il segnale presente all’uscita della
rete ad una somma di termini elementari.

Sappiamo che la funzione che otterremo sara un rapporto tra polinomi.

Nel caso reale si ottiene poi quasi esclusivamente che il grado del
numeratore € minore o uguale a quello del denominatore.

[l nostro obiettivo e percio quello di arrivare a:

N A A A
(p) _ 1 N 2 L n n
D(p) p—p1 P—P2 (p — pn)Y

con Grado(N) < Grado(D)

| caso) | poli siano tutti semplici, reali o complessi coniugati.

N(p) AZ An
(p—py)—==A; + (p —py)+..... + —
P—P1 D(p) 1 . P—P1 (p—pn )y(p P1 )

Per cui:
N(p)
A; = lim —
1= P1(p pl)D(p)
In genere:
L\ N(p)
A; = lim( -
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Il Caso) Presenza di poli multipli: co

N(p) _ N(p)
D(p) (—-pP)P—p2)®—p)P—Pm)’

Y + k = Grado(D)

N A A A
(p) A2 Ok
D(p) p—p1 P—P2 P — Pk

Tt —pm2 T o= pm)

Quindi:

N A A
(p):[ 1 + 2 4.
D(p) [pP—pP1 P—D2 P — Pk

B,
(p — pm)? " (P — pPm)*

(P — Pm)Y ] (p—pm)Y +

+ ] (p —pm)¥ + By

Ovvero:
Ma:

N(p) Aq A;
(p — pm)Y = + + - (p — pm)¥ +
™ D) |p—-pP1 P—-P2  P—Pk "

+B1(p —pm)Y 1+ By(p —pm)Y % +

+By—1(p - pm) + By
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Deriviamo:
R ]
N(p)| _ A;
(P—pPm)Y 75 (P —pm)"!
l Pm D(p)| ~ — YP — Pm
| i=1 |
K ]
o —p)a| Y
P Pmlp P —Dbi
| i=1 i}
+(y = DB1(p — pm)" % + (v = 2)Bo(p — pm)¥V 77 + -
+B,_4
Quindi:
d N(p)
B = lim — Y ——
1= 0 ap | P TP )
Ovvero, per induzione:
S S [( y N(p)]
K popm (Y — K)! dp(rX P~ Pm) D)

gpessina Trasformate 35



< DEGLI STUDI

)

.......... teorema dei residui ed altro, 4

UNIVERSITA’
N7
(] b}&Q
== ONVTIN |

Ricordiamo che: i poli,e zeri,possono essere complessi. Essendo i poli e
zeri radici di equazioni polinomiali a coefficienti reali, non possono che
essere complessi e coniugati.

Non solo, mai coefficienti delle razionalizzazioni che si ottengono con il
teorema dei residui devono essere anche loro complessi e coniugati.

Richiamo sui poli multipli reali e cc

Per un polo multiplo reale vale la regola gia vista:
n!
(p+1/0n*!

Per un polo multiplo complesso coniugato si ripete sostanzialmente lo
stesso procedimento. Per esso avremo che:

the”YT1(t) &

N B B B
ﬂ:...{- 1 1_|_ 2 2_|_..._|_ Y _|_..._|_
D(p) (p—p)t (p—pc) (p—po)Y
g B B
(p _ I_)c)l (p _ f’c)z (p _ f’c)y

Consideriamo il k-esimo elemento:
Bk By
kT = \K
(p—p)* (p—DPc)
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a
B B B. B. o
k K o k tk_lepct Bk_ - PR Bk tk—l epct
(p—p)* (k=1)! (p—p)k  (k=1)!
Posto: pc=a+jB
By Bk otk .
+ —— o |By|el®B eXtelBt
(p _ pc)k (p - pc)k (k — 1)!
k-1
-j© at ,—jpt —
+|By|e™7*B = 1)!e e JPt =
 LiBtres) 4 a-ilBrrog]] 2
= |B at j(Bt+0Op —j[Bt+OB]]| = —
|Bkle (k—l)![e +e ]2
k-1
= 2|Bg|e*t TEE cos(Bt + Op)
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Considerazioni:

Per potere trasformare il rapporto nella forma:

N A A

®) _ A A .
D(p) p—p1 P—P2 (p — Pn)
( Questa rappresentazione prevede che valga che: Grado(N)<Grado(D)-1)

Nel caso Grado(N) < Grado(D):

con Grado(N) < Grado(D)

N(p) amp™ +apm_1p™ '+ +ag
D(p)  bup" +by_1p™ T+ -+ Dby

dm pm + (am—l/am)pm_1 + ot (ao/am) _
bn pn + (bn—l/bn)pn_l + e+ (bo/bn)

dm (p —Zm)(P — Zm-1) (P — Zl)
by (P —Pn)(P — Pn-1) (P —p1)

Inoltre se Grado(N)=Grado(D) bisogna isolare in qualche modo un termine in
p al numeratore:

Caso 1)

N(p) _ PNr(P) _

D(p) (—Pu)® —Pn-1)(P—Pp1)

= Nr(p) con Gra.(Np ) < Gra.(D)
PP = PP — Po_) (P — P1) R |
Caso 2)
N(p) (p — zn)Nr(p) B
D(P) (@ —Pn)P—Pn-1)(P—DP1)
=(p—2z,) Nr(p) con Gra.(NR ) < Gra.(D)
(= Pn)® —Pn-1) (P —P1)
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Reqgime sinusoidale

Vi(p) Vo@ETPIVAP) £ i V()=Vigsin(ah1()

T(p)

TConvquzione

N(p) Vio(’oo
D(p) p? + wj

B _ N(p) . B
Vo(p) = T(P)Vs(p) = 5 ) Tras. (sin(we) Vo) =

Consideriamo il caso in cui T(p) mostri una risposta finita alla 5(t),
ovvero che non presenti poli con parte Reale >0 e, possibilmente, non
abbia poli puramente immaginari.

_ Viowo —
Vo) =TM) S o psos =

_ dm (p - Zm)(p - Zm—l) (p - Zl) Vio(‘oo
bn (p - pn)(p - pn—l) (p - pl) (p + jwo)(p - j(’oo)

A, A, A, s A s A
P—P1 DP—D2 (p — pn)Y (p—jwo) (p+jwe)

rispsta — 0
pert— oo

[Termini t.c.la

A A
+ [(p_jwo) + (ptjwo) ]

L’ultima uguaglianza vale se non ci sono poli puramente immaginari e

non ci sono poli con parte reale positiva in T(p). Per queste situazioni si
veda piu avanti.
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Vo o Termini t.c.la
V,(p) = T(p) 22 = | rispsta = 0
ST I 00 =100 | pert o w
A A

+ , + :
(p o ]wo) (p + ](‘)o)
| coefficienti dei 2 poli immaginari puri li ricaviamo da:

VioT(p)mo . VioT(j(UO)

Dove:A = |im : =
p-joo (p +jw,) 2]
,K\: Ilm VioT(.p)wo _ ViOT(—].wo)
p— —jw, (P-jwe) —2j
Quindi: ) )
\% T(—jwgo T(jwo
Vo(p) = +

“2) | G +ine) | (- jwo)
Ovviamente ci aspettiamo che i 2 coefficienti siano CC, infatti:
T(p) = T(p) da cui segue che:
T(—jwo) = T*(jwo)eT™ (—jwo) = T(jw,)
T(jwo) = IT(j02o)[ef*(T0)

T(~jwe) = T*(jwo) = |T(w,)|e 10TGwo)
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Vi . T(—jwo) + T(jwo) .
25 | o) T —jwu)
Vi [ a—iO(T(00))  J@(T(00))
= — T(—jw ) — - + :
27 T | =50 Y 5 Sjew)

Vo (p)

_j(P(T(jwo))e_jwot — ej(P(T(jwo))ejwot
; |
Vo(D) = ViolT(ij)|Sin(wot + (P(T(jwo)))

=)

Fatto fondamentale. Eccitando un sistema avente trasformata T(p) con un
segnale sinusoidale puro, di frequenza w,, si ottiene come risposta un
segnale sinusoidale avente la stessa frequenza, ma con uno sfasamento che
dipende dalla fase di T(p), valutata a jwo,, ed ampiezza che diviene
proporzionale al modulo di T(jo).

Vo (1) = Vio|T(jwo)| [— -

Abbiamo ottenuto la “proiezione’ di T(p) sulla sinusoide alla frequenza w,.

In sostanza si possono desumere tutte le informazioni sui poli e sugli zeri.

Questa proprieta e importantissima perche consente di fare una
‘radiografia’ della funzione di trasferimento utilizzando il regime
sinusoidale.
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Regime sinusoidale se T(p) ha poli con parte reale > 0:

In questo caso la risposta alla sinusoide a regime divergera
comungue verso una delle tensioni di alimentazione
dell’amplificatore.

Regime sinusoidale se T(p) ha una coppia di poli CC immaginari puri:

In questo caso T(p) possiamo esprimerla come:

B
T(p) =f(p) + —/——+—
p+jwp, p—jwp

Quindi:

0P B D Fiwy | p—jop) (p—jwo) (p + jooo)

Percio la risposta globale sara data da dei termini (contenuti in f(p)) che si
annulleranno a regime e la sovrapposizione di 2 sinusoidi alle frequenze o,
e m,.
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RAPPRESENTAZIONE DI BODE

Supponiamo la T(p) espressa da poli e e zeri semplici, per iniziare:

1_[__ (p — Z;) Hkm=1(p2 — 2Re(z)p + |zk|*)
T(p) = —5—

nizl (p — pi) Hfi:l(pz — 2Re(pi)p + |pk/?)

Che puo essere razionalizzata in:

T(p) =

n n

m
_ 1Zi Hk=1lzk|2
4;1: p

(/2 = D1, 0%/ 12l? + 26/ |zl p + 1)

L dj=1

ALi

_,Pi M=y IPxl? , (p/pi = DT, (0?/ 1kl + 20/ 1Pkl P + 1)

Ahi_

f Re(z1)
dove: < T i
| e = Re(px)
= —
\ | Pl
n m "
. Zi Hk=1 |Zk|
Chiamiamo g il numero reale: g == “;—1

4;1
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.......... regime sinusoidale e diagrammi di bode 6
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E’ utile e pratica la seguente rappresentazione, che parte dalla notazione:
T(jw) = |T(jw)| /2r&(T(«)

Vale a dire di limitarsi a considerare T(p) solo sull’asse complesso, anche se si
sta considerando la trasformata di Laplace e non di Fourier. Questa
rappresentazione non e limitativa giacché la parte reale della frequenza
complessa serve solo per annullare la funzione all’oo.

20l0g,0(IT(0)]) = 20logyolgl +20 ) logyljw/z — 1] +
i=1

+20 ) ogaol 1 = 02/ lzl® + 25/ 1z jo] —

r
=20 ) logyol joo/pi — 1] -

=20 ) logaol 1 — @?/Ipil” + 2x/Ipil jo

Ovvero:

2010815 (IT(j)[) = 20logyo]g] + 20 E loglo\/wZ/z% F1+

+20210glod (1= w?/I P12 + 26/ I o —

—20 l04‘%10\/ 2/pi +1-
i=1
q

~20 ) logso/TT — @?/Ipel?1 2 + 21/ Il 0]

k=1
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Naturalmente I’informazione sul solo modulo non basta. La fase
completa le conoscenze necessarie:

(T(w)) = arg(g) + ) argljo/z; — 1) +
i=1

m
) arg(1 = 02/ lz ] + 28/ Iz joo) —
k=1
r

=) arg(o/pi— 1) -
i=1
q

— > arg(1 — w?/|pkl* + 2x1/|pxl jo)
k=1

Ovvero:

NgE

O(T(jw)) = arg(g) — ) arctg(w/z;) +

1=1

" Z arctg(28/|zi| /(1 — w?/|z|*)) —
k=1

r
+ Z arctg(w/p;) —
i=1
q

— ) arctg(2xi/Ipkl /(1 — w?/|pkl*))
k=1

(Attenzione: sia gli Z; che i p; hanno segno.)
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Comportamento di una funzione in regime sinusoidale, ovvero quando si
Impone p=jw, avente un polo semplice reale, senza zeri:

F(p) =

2 UNIVERSITA’
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= M
2 N\
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o/p—1 pi<0, pi€ R
1

PoS = —20105510\/002/pi2 +1  ®PoS = arctg(w/p;)
Punti importanti:

_ PoS = 0 dB (0 1)
©=0= {CI)POS=O

PoS = —3 dB (0 0.7 volte il valore originale)

©=p(<0) = {(DPOS = —45% /4

e PoS = —oo dB
N ®PoS = —90° o T/2

|PoS|
0
g'lo’ | Pendenza:
) 20 db/dec
0-20 1
1
_30,
Pl @ 0
40 gy I4 5 . 6 PPOS
100 107 10° 10° 10" 10 10 _pq
]
3
»
-60;
- L @ |
80 | Pl
10° 10° 10* 10° 10°
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.......... regime sinusoidale e diagrammi di bode 9
Comportamento di una funzione avente 2 poli CC semplici, senza zeri:

1
FP) = =P —p)

=

9 UNIVERSITA
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PoC = —20log;ov/[1 — w?/|pkl?] 2 + [2xxw/|pk|] 2

®PoC = —arctg(2xxw/Ipkl/(1 — (0/IpkD*))

|PoC] LSS y=0.011

0+ S
\ > ue1 PoCp=-6

204 75 -3.5
Ax=1 5 0
@ -40 \ 4 1.9
25 6
-60+ 1 14
_ \“ 01 34

01
0.250-P

0.59-4
o, O Re(po)/Ip|

10
“ N 1x=0.011
\ ~U
0, o
-g \
5 -50- 1
o xk=1 ‘ |||
§-100~ | I'\
O 1
2-150-
< ‘
-1803
0 _—
10" >0 o1
. 0.2:0-F:
0.5
| L 97 Re(pyip,
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Torniamo alla risposta di un amplificatore reazionato. Ora dobbiamo
pensare che A, e 3 possano dipendere dalla frequenza:

A(P)I(B,p)
1+ B(p)A(P)I(B, p)

Osserviamo un fatto fondamentale. Sebbene sia Ag(p) che B(p) possano
avere poli reali e negativi, non & assolutamente detto che:

Af(p) =

1
1+ B(jw)AGw)f(B, jw)

soddisfi le stesse condizioni. Anzi, i poli di questa funzione potrebbero
essere CC, o0 anche avere parte reale positiva, se la reazione non fosse
adeguatamente progettata.

Possiamo scrivere:

1 1
1+ BG)AGB,j0) 1+ |B(w)AGw)(B, jo)]e®0e)

La tipica condizione critica che si riscontra si ha quando vengono
contemporaneamente soddisfatte le 2 condizioni, per una certa frequenza

Mog-

IB(wos)A(jwes) (B, jwos) =1 e I(jwes) =T

Infatti in questo caso abbiamo che:

1+ IB(ju))A(j(o)f(B,j(o)lejﬁ(j“’) =1+ |1|(cos(1T) + jsin(n)) =
=1—-1=0

Questa condizione implica che Aq(jogg)=.
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L’interpretazione precedente dei possibili effetti del comportamento in
frequenza sulla struttura reazionate € la piu ovvia.

Pero c’e anche un’altra considerazione da tenere in conto, basata sulla
conseguenza del contenuto complesso dei poli.

LLa funzione:
1+ Bw)A(Jw)(B, jw)

Dopo tutto non € altro che un rapporto tra polinomi. Dal punto di vista
della stabilita quello che conta sono i suoi zeri (infatti la funzione in
considerazione e a denominatore).

Pertanto, alla luce di quanto visto é fondamentale che la parte reale degli
zeri Sia negativa, e che la parte complessa sia la pit contenuta possibile,
in modo da evitare la presenza di effetti oscillatori smorzati accentuati ed
indesiderati.

In definitiva, anche se il comportamento in frequenza della rete
non fosse I’aspetto fondamentale del progetto, occorre studiare
comungue in frequenza il comportamento del denominatore di
A¢(p). Essendo il suo denominatore “composto” a priori non si puo
essere sicuri della regolarita della risposta.

Al riguardo si possono applicare criteri adeguati per costringere il
sistema alla risposta desiderata, se non fosse possibile disporre di
un AO di caratteristiche dinamiche adeguate ad inizio progetto.
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Cosa significa in pratica questa questione sull’instabilita.

Consideriamo un segnale di ingresso che sia un’onda sinusoidale, cosa non
limitativa visto che ogni tipo di segnale, anche il rumore, si puo considerare
come sovrapposizione di onde sinusoidali.

v

N t
YAl \\ B
Ritardo del circuito con segnale invertito dopo il nodo di
somma: questo ritardo é contenuto.

=
A

Vi

VS @ \\J- VO
A\’T "t

TN =

Il ritardo ora é di = e, essendo il segnale di ritorno non-invertito
dopo il nodo di somma, si ha una rigenerazione: il segnale dopo il
nodo di somma diventera maggiore del segnale originario.

Per cui il segnale di uscita continuera ad aumentare fino a condurre
I’amplificatore alla saturazione.

A
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Lo studio dei punti critici di A¢(jo) € legato allo studio di
1/[1+B(jo)A(Jo)f(B, jo)]. Supponiamo, per cominciare, che ‘R e
consideriamo i 2 casi in cui BA(jo)f(B, jo) abbia 2 0 3 poli reali e
negativi. Supponiamo di variare 3 da valori poco diversi da 0, ovvero
quando il sistema comincia ad essere reazionato, ad 1.
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0.8f 1 ]
2 poli per
0.6r . 1
0.4 — 1+ BAGw)E(B, jw)
0.2 . (\ ]
g oh i D p
P2 l A [
o — Poli CC: risposta
04 Le frecce indicano con possibile
e PchecrescedaOal. comportamento
' sinusoidale
08¢ smorzato.
1 1 1 1 1 1 1 1 |
—1_6000 -9000 -8000 -7000 —60009 —|5000 -4000 -3000 -2000 -1000
2X 104 T T T T T T
o Risposta
15r  Le frecce indicano puramente —
B che crescedaOa 1. sinusoidale. _
1 1 3 poli per

/‘ 1
0.5t -

1+ BAGw)E(B, jw)

o “— — <«
S o - >———=¢
= 31
P3 P,
-0.5r
Ak
_1_5_
(_
1 |
%5 3 2.5 2 -1.5 -1 0.5 0 05
Real X 104
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Vediamo la corrispondenza nel dominio del tempo dei poli CC:
1 —T 1 1

AP) = BT T = B po + D(p/po + 1)

con:  po=-Y+jw,(y<0) (NB:Ilpoloeap=-p,)

Consideriamo la risposta alla 1(t) in ingresso: V;(t)=1(t)V,,:
1
Vo(p) = BAf(p)Vio
L’antitrasformata di questa funzione fornisce un segnale (vedi pag. seguente):

! Y o t t
V,(t) = E{l + (l)—osm(wot)eY — cos(wyt)eY } 1(t>

Che ha massimo per o t=mr, 3m,...dove si presenta il cosi detto
I’overshoot, o sovra-elongazione:

X 4 R
(@) Vy(n/w,) = %{1 + ewlon} = %{1 +e V17X } (Xk == T;Elk))

1.4

v/®w,=-0.5
1.2+

1} \K
0.8 -

0.6¢

vlw,=-1/3

0.4r

0.2r
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Dimostrazione della relazione (a) della pagina precedente:

VoLl 1 v PoPol 1
" B (/P + DB/ + D T B p(+P)P+Po)

A B B
=—+ +
P P+Po P+Do

1
A =limpV,(p) ==
p—0

p
. PoPo [ 1 1 1 Po

B= lim (p+py)Vy(p) = (— )_ = — —

P= —Po 000 B Po/ Po ~ Po BPo — Po
8= 1_ Po

BPo — Po

. 111 1 Po Po
Quindi: Vo(p) = —{—+ — [ — — | ¢ Vi

o(P) Blp Po—PolP+Po DP+Dol)
: ‘9 Wo Wo

Posto: po =—Y+jw, = |pole’’, 9 = arctg (— T) = —arctg (7)

Nel dominio del tempo e:

1 Pol - :
V.(t) ==41 Yt [e=i(wot+8) _ aj(wot+9)]L 1 (p)V.
() B{ t 2o, © e e |t 1(OVig

—
I

== @Rk ™

{ [Pl eYtsin(w,t + 8)} 1(t) Vi,
(1)0

_ pol

1

A

e¥t [cos(9)sin(w,t) + sin({))cos(wot)]} 1(t)Vi,

(0)

(0)

f1 — eVt [—wlsin(wot) + cos(w,t) }1(t)vio
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APPENDICEA 1

La carica immagazzinata in un condensatore e legata alla

S UNIVERSITA

VJ_“ tensione presente ai suoi capi:

TC Q=CV
Essendo la corrente la derivata della carica:

dv

=T

Nel dominio delle trasformate questa espressione e rappresentata da:

[ =sCV
Stante la proporzionalita si assegna al condensatore un’impedenza
complessa:
7 1
¢ 7 sC

Pero abbiamo che: .

1
V() =V(0) + c J I(t) dt
0
Come tenere conto della condizione iniziale nel campo delle trasformate?

Consideriamo la funzione:

Io(t) = Q(07)8(t) = CV(07)8(t) = Ip(s) = CV(07)

1,(t) V(D) 1 1 V(07)

T&C V(s) = EIO(S) = ECV(O‘) = S
Quindi:

V() =V(07)1(t)

Per il principio di sovrapposizione ogni altro segnale presente nella rete si
aggiungera alla condizione iniziale considerata.
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Il flusso di campo magnetico immagazzinato in un
V % ¥ induttore e legato alla corrente che vi circola:

L ® = LI

Essendo la forza elettromotrice indotta la derivata del flusso:

V_Lm
—dT

Nel dominio delle trasformate questa espressione é rappresentata da:

V = sLI

Stante la proporzionalita si assegna all’ induttore un’impedenza
complessa:

Perd abbiamo che: 1
I(t) = 1(0) +Ejv(t) dt

0

Come tenere conto della condizione iniziale nel campo delle trasformate?

Consideriamo la funzione:

Vo(t) = @(07)8(t) = LI(07)8(t) = Vy(s) = LI(07)

1 1 10
. |_ () = = Vo(s) = - LI(0) = (S )
V(1) ) Quindi:

I(0) = 1(07)1(Y)

Per il principio di sovrapposizione ogni altro segnale presente nella rete si
aggiungera alla condizione iniziale considerata.
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le RZD LTl t < 0: Ty aperto e Ty chiuso
= t > 0: Tq chiuso e Ty aperto

T, Valutare: 1, (s), 1.(0%), I () e V(0%).

Per prima cosa dobbiamo valutare le condizioni iniziali, di regime, presenti
prima dell’istante chiamato t=0. Il circuito da considerare €:

R, R, Detto R=R,||R, si ottiene che la corrente che
E—— scorre nell’induttanza prima della
I commutazione dei 2 interruttori e:

b 1.0) )
L IL(07) = R

Mentre la ddp ai capi del condensatore e
banalmente: VV~(0)=0 V.

Di conseguenza in serie all’induttanza va posto un generatore di tensione
avente intensita: V| (t)=LE/Rod(t), mentre in parallelo al condensatore va
posto un generatore di corrente identicamente nullo: 1-(t)=C05(t)=0.

Detta: Z=R,||C, risulta che:

E LE) 1

L(s) = (§+ R) (Z+sL)

. 1+c_1— 1+sC\"" Ry
“\R, %) TR, ~ 1+ sCR,
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o Icoce
R, Quindi:
E— C
s L — L) <E+LE) 1+ sCRy
S) =|—
lIL(S) L S (R; + sL + s?LCR,)

LE

R L[t Vediamo i limiti:
L 0R = 1 (E +LE) 1+ sCR, — i LE s’CR; E
L(07) = lim s {3 (R, + sL + s2LCR,) _ s> R s2LCR, R
[ y (E N LE) 1 + sCR4 E

o0 ) = =

L(e0) = lims s R/ (R;+sL+s2LCR;) Ry

Inoltre ai capi di C abbiamo:

. R (E LE) Ry
™) =17 CR1 L(s) = (R; + sL + s2LCR,)
Di conseguenza:
Ve (0+) = i (E + LE) Ry —him =R
c(07) = lim s~ (R; + sL + s2LCR;) _ so» R s2LCR,

Come era da aspettarsi visto che in un tempo trascurabile non & possibile
cambiare la ddp ai capi di un condensatore.
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Si supponga di dovere elaborare un segnale di cui si conosce la larghezza di
banda, ma non sia predeterminata la forma del segnale. Un esempio classico €
il segnale audio, avente un’estensione di banda di circa 20 KHz, ma con
tonalita non predeterminate.

Per questioni riguardanti soprattutto i disturbi che possono venire sovrapposti,
non e mai conveniente trattare il segnale su di una banda di frequenza
superiore a quella del segnale. E’ opportuno aggiungere in cascata alla catena
di amplificazione un filtro con caratteristiche opportune:

A Te(S)
V; ( ) / f
AV

i VEAT )V,

dB 4

Idealmente il filtro posto in cascata dovrebbe
avere una sagoma “squadrata”. Sebbene con
i filtri cosi detti attivi ci si riesce ad Vi
avvicinare, con i filtri cosi detti passivi ci si
avvicina solo in forma asintotica.

Sv

Vale a dire che un filtro passivo applica una
certa attenuazione nella banda utile del
segnale, con una perdita di segnale.
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Il piu semplice filtro passa-basso passivo che si possa realizzare ¢ il filtrg oA
RC:
R o+ _ 1
L} _|_V° V., 1+sCR 1+st
Vsl 1+ (w1)2
1/t
1 ~
ST ? Alla frequenza del polo, 1/x, é:
) -20 dB/dec
_ ]
o Y =L _07=-3dB
Vs w=1/T V2
0,01 N
10° 10 10 10

Hz
Proprieta importante utile per una caratterizzazione di un circuito:

Applichiamo al filtro un gradino V(t)=V,1(t):

1 vy, 11 1 17A
V°=1+sr S =;gs+1/rv =;[§+s+1/T]VA
= F— ]V = V,(t) =[1—-eVT] 10V,
s s+1/tl 2 A

Dalla curva ottenuta il valore di t lo si ricava come soglia oltre la quale si
ha il valore asintotico. Per esempio a t=5t V, e uguale a \V/, a meno dello 0.5
%.

Questo asproccio pero non e sempre il piu preciso, specialmente quando i
segnali sono piccoli e la risoluzione dello strumento di misura potrebbe
creare limitazioni.
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1.2
B! Piu semplice & trovare i punti in
0.9 ! cui il segnale passa attraverso 2

=581 | valori ben definiti.

8;2_ : Un approccio standard é
0.4] : considerare la differenza
ool | temporale degli istanti a cui il
N segnale supera il 10 % ed il 90
0 2 a4 .6 8 10 % di tutta la sua ampiezza.
x 10

Supponiamo di volere trovare I’istante t, in cui V(t, )=aV,, a<l:

1
tqy = Tln T o

to1 = 0.105t per a = 0.1
tog = 2.3031 per a =0.9

In particolare: {

Si definisce “rise time” la differenza t=t, 4-t; ;:

2.2 22 1 035

W3dB 21 f3gg  f3gB

tr =tog —to1 = 221T=

Questa definizione ha un carattere piu generale. Ogni volta che vogliamo
fornire una caratterizzazione semplificata del comportamento in frequenza
di una rete la modellizziamo con un polo dominante caratteristico a cui
possiamo associare la misura di rise time sopra indicata.
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Questo metodo qualitativo di valutazione della risposta in frequenza si presta
anche ad un’analisi nel caso in cui la funzione di trasferimento abbia 2 o piu
poli. Vediamo come.

Supponiamo che la funzione di trasferimento sia del tipo:

1 1

F - )
() 1+stpl+stR

supponiamo che sia tp > 13

Forziamo la condizione a -3 dB, ovvero attenuazione a 1/v2:

1 1
F@l=—= = [F)’=5

V2 2
Quindi:
1 1 1
14+ w2151+ w?1g 2
(1+ w?t3)(1 + w?td) =2
wititE + (3 + T3)w?+1=2
witiE + (A +)w?—1=0
Ovvero:
, —(G+w+ V(T2 + 12)2 + 41313
“12 = 21512
ATB

Dove siamo interessati alle sole soluzioni positive:

,  —(Th +18) + (4 + 1) + 4T4Th
1 2.2
2T4 T
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P
IC0CE
, —(G+TR)+ V(% + 13)2 + 41313
te 2T5TE
2 2 2.2
5 —(TA-l-TB - |1 ATATH
“1 2T2 T4 2 2
A'B (TA + Tg
5 _(leq + TZB 1 . ZTiTzB
w ~ —
! ZrirzB (T3 + 15)?
1
1
2 o W =
Wi~ 75> = 1 .1
Tp T Tp 7>+ —
\ Wy Wp
2.2
tf=—=

~ /2 2
tr = [tia T 4B

Cioe il rise time risultante e la radice della somma quadratica dei rise time
parziali. Questa approssimazione e comoda, per esempio, quando lo
strumento con cui si sta effettuando la misura non ha una larghezza di
banda >> del dispositivo sotto misura. In quel caso si ottiene che:

t . .. ~ tz . — tz
r_dispositivo r_misurato r_strumento
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5 Se nel filtro passa basso indicato abbiamo che
V, T >> di tutte le altre costanti di tempo della
CT rete possiamo approssimare:

A 1 1

VS_1+ST~ST

Ovvero il circuito é approssimabile ad un quasi-integratore.
Equivalentemente, filtrare a basse frequenze un segnale significa farne
un’integrazione.

Come controparte del quasi-integratore abbiamo
v il quasi-derivatore:

I
|
Vs@ Q V, sRC ST
R

VS:1+SRC:1+ST

In questa circostanza se la costante di tempo t risultasse << di tutte le
costanti di tempo della rete, potremmo approssimare:

V, ST
= =~ ST
Vo, 1+st

La rete si comporterebbe pertanto come un quasi-derivatore.
Filtrare ad alta frequenza un segnale equivale a dire che lo si differenzia.

dB A
0 1/T (fg

|- 20 dB/dec
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Il piu semplice filtro passa-alto passivo che si possa realizzare € il filtro
CR:

V, _ sCR st
CH Vo Vi 1+4+sCR 1+st
Vs? RQ Vo _ wT
Vsl {1+ (w1)?
dB A
0 1/t ® Alla frequenza del polo, 1/, é:
+20 dB/dec
" Yo _ L _07-=-3dB
Vs w=1/1 V2 |

Proprieta importante utile per una caratterizzazione di un circuito:
Applichiamo al filtro un gradino V(t)=V,1(t):

ST Vju 1
= = VA
1+st s s+1/t
= Vy(t) = e YT1(t)V,

Vo

Come nel caso precedente possiamo cercare di caratterizzare
I’accoppiamento AC con la stessa tecnica.

gpessina Trasformate 65



< DEGLI S

-

.......... appendice B 8

=

9 UNIVERSITA

] S

= m
N

Consideriamo ancora la
differenza temporale degli
istanti a cui il segnale scende da
90 % al 10 % della sua
ampiezza.

1 1 L L 1
0 1 2 3 4 5 6
x 10"

Ancora avremo che I’istante t, in cui V(t, )=aV,, a<l:

1
tqy = Tln -

toq = 2.3031 per a = 0.1
tgg = 0.105T per a = 0.9

In particolare:

Si definisce “fall time” la differenza t.=t, ;-t, o:

22 22 1 035

w3qg 2T f3qp  f3gp

tr =to1 —too = 22T =

In questa circostanza f, g rappresenta la frequenza di accoppiamento in AC.
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| filtri a singolo polo hanno il difetto di mostrare un’attenuazione di 20
dB/dec, oltre alla frequenza del polo. E’ ovviamente possibile garantire
pendenze piu ripide.

RV, R

1 1 VO
QO T T
1 _ 1+ sCR
ta=gelto | |7 ="
Vie 2y oyt Voo a_y
AT 7 +RS °T14sCR A °"14sCR Zy+R S
Da cui:
1 Vo 1
V, = Y =
©  s2C2R2+4+3sCR+1 ° Vsl /9w2C2R2 + (1 — w2C2R2)2

Va osservato che la funzione presenta 2 poli che non coincidono con
1/RC. In particolare per =1/RC I’attenuazione risulta:

1

Yo —1_033=—95dB * \
V, 1 /RC 3 0.33 «+— -20 dB/dec
| 2 poli si trovano invero a: 0.1t
0.381
< CR
P12 =
B 2.618 0.01- ol
CR 10 10
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Possiamo cercare di verificare quale sia
la frequenza in cui I’attenuazione sia di
-3 db, ripartendo dal modulo della 0.7
funzione di trasferimento:

0.33

Vo

Vs

1
 J9w2CZR? + (1 — w2C2R2)

0,1}

Per imporre che sia:

0,01

1 1 10

9w2C2R2 + (1 — w2C2R2)2 2

10

9w2C2R? + (1 — w2C2R%)2 = 2
9w2C2R? + (1 — w2C2R%)2 = 2
w*C4R* + 1 — 2w2C2R2+9w2C2R2-2=0

w*C*R* + 7w?C*R*-1=0

_ —7C2R* F V49C*R* + 4C4R*

W12 = 2C*R*
. —7++53 0,14 037
(1)1,2 — W =

2C2RZ  C2RZ CR
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Poli doppi reali e coincidenti:

V, R ’\ R Vo

— F 1 > 1
@ C%VC%

Vo 1 Vo| 1
V, (14 sRC)? Vil (1 + w?R2C?)
| poli si trovano a: = 1
P : P12 = RC

Ora per =1/RC I’attenuazione risulta di 0.5, ovvero -6 dB.

8;%;:::::::::-- \\
0,1‘ \\
: «<—-40 dB/deg
0,0l;
10° 10" 10° Hz 10°
La frequenza -3dB non coincide con la posizione dei 2 poli, ma con la
frequenza:
1 0.7 0.65
= U/ = W3qp = ——
(1 + wZy4zR2C2) t
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Consideriamo I’opportunita di implementare una rete che consenta di filtrare
una banda di frequenza. Questo tipo di approccio si adotta spesso quando si sa
che il segnale ha dei contenuti informatavi definiti, di cui non si conosce a

priori la forma.

Q
V, ha uno zero nell’origine. Quindi viene applicata

C

I
| — L

ll\VA J&L 1 Vo
T eT

V. = sC1R4 una derivazione del segnale di ingresso: le
AT 14+sC Ry Z:)t;nnplnjc;rtlsnti di bassa frequenza vengono percio

v = 1 v v = 1 sC1R4 v

°©7 1+sC,R, A ° 7 145sC,R,1+5sCR;

Supponiamo, come esempio, che la frequenza di taglio del filtro passa alto
sia molto minore di quella del filtro passa basso: 1/C,R,>>1/C,R,. Il profilo
che otteniamo presenta un’attenuazione di -3dB alle frequenze dei 2 poli,
che verranno a coincidere con 1/C,R; e 1/C,R,:

dB ,
0

|

®

—

Py P, $
/\ 7
-20 dB/dec
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Ritorniamo sul problema di volere realizzare un filtro passa-basso con
caratteristiche che si avvicinino il piu possibile alla risposta quadrata.

dB A )

Sulla base delle conoscenze maturate fino ad ora
dovremmo porre in cascata n filtri passa-basso a
singolo polo, dove, per comodita, R,=...=R, e

Vi C,=...=C,:

f o
V Rl VAO
i i s
Q T

In questo caso ogni capacita si trova in || I’alta impedenza di ingresso
dell’amplificatore a guadagno unitario. Per cui avremo:

1
Vao = Vi, Vp1=V
Vgo = Vao, V1=V,
BO 1 + SR2C2 A0 B1 BO

Voo = 1+ sR,Cy, Vo, Vo1= Voo

Essendo tutte le resistenze e tutte le capacita di uguale valore:

1
(1 + sRCO)n !

Vo
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V. = 1 v V, B 1
°  (1+sRon ! Vi| J{ + 0ZR2C2)n

Alla frequenza dei poli I’attenuazione risulta:

Vo

Vi

1

V2n

W=wW,

Visto che I’attenuazione a o, € molto pronunciata andiamo a cercare la
frequenza per cui I’attenuazione risulta invece di -3 dB. Ovvero definiamo o,
la frequenza tale che:

1 0.7 1
J+ (0 /w)?In V2
o\ W
[1+ (0e/we)?]" =2 = (—> _oun_qo P fprm_q
Wo Wy
E forse piu significativo considerare il rapporto inverso:
P g PP
W, 1 12 poli
= 0
We  /21/n _ 1 10 _____::Z:::\:\
AN \\‘\\
n O)O/O)C 2—6 \\ Hz
2 1.52 |5l /;\\
4 | 226
-240 dB/dec
8 3.27 \\
12 | 404 |07}

Va osservato che essendo o, >, la discesa dell’ampiezza dell’uscita non inizia
I’andamento asintotico a partire dalla frequenza -3 dB.

gpessina

DI
)

= ONYTIN |

Trasformate 72



< DEGLI S

-

UDI
=

.......... appendice E 3

(] },}
== ONYTIN

9 UNIVERSITA
= M
N

E’ possibile realizzare filtri con funzioni di trasferimento che cercano di
avvicinarsi alle condizioni ideali. Nella forma classica questi filtri sono
composti da resistori, condensatori ed induttanze. Purtroppo le induttanze sono

componenti “scomodi” perché occupano spazio, non sono precise, mostrano
dipendenza dalla temperatura.

Nelle applicazioni coinvolgenti AO reazionati le induttanze possono essere
comodamente sostituite dagli AO stessi, in grado di gestire I’energia assorbita
dalle alimentazioni in modo analogo alle induttanze, se reazionati in modo
opportuno.

| filtri che fanno uso degli AO in luogo delle induttanze vengono chiamati
“filtri attivi”, in contrapposizione con i filtri passivi che impiegano solo
resistenze e condensatori.

| filtri di Butterworth

L’idea € quella di realizzare una funzione a piu poli capace di mostrare la
stessa attenuazione alla frequenza di taglio a -3 dB indipendente dal numero
di poli impiegati:

[H(w)| =
I+ (F/£)2"]
0

che M B Secondo questa ottica si
o s g A\ wig ottimizza il modulo della
g _3 \ N f . . .
? N\ unzione di trasferimento, non la
g -« AN fase.

-50 i \n=4

‘\1=5
~60 | if) .
0.1 | 10
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Mettiamo in evidenza la differenza fondamentale tra un filtro attivo, che
stiamo iniziando a studiare, ed un filtro a n poli in cascata che abbiamo visto:

H (w)| =
| npoh( )l \/[1 n (fc/fo)z]“
Differenza fondamentale
1 rispetto a sotto:
|Hnpoti (21f,)| = on - I”attenuazione alla
frequenza di taglio
fl‘l
[Hppori (21| i) o _ Il comportamento
asintotico e invece il
medesimo al filtro sotto
|Hattivo (w0)| =
VI + (£/£)2"]
Differenza fondamentale
1 rispetto a sopra:
[Hattivo (27tf5) | = ﬁ _ I’attenuazione alla
frequenza di taglio
o fe' Il comportamento
[Hattivo (21| . fn _ asintotico & invece il

medesimo al filtro sopra
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Come ricavare la funzione matematicamente ed anche con una rete
attiva?

Matematicamente si agisce algebricamente.
Es. a 2 poli.
Supponiamo di essere in grado di realizzare funzioni a 2 poli:

2

1
(s/winc)? + 1/Q(s/wine) + 1|
_ 1 ZTESi 1
_‘(1_(f/finc)2) +if/Qfine] 1+ (E/f)*
1
(1= (t/Fn0)®)? + (£/Qfin)?
1 1

B 1+ (f/finc)4 - z(f/finc)2 + (f/innc)z B 1+ (f/fc)4

1 1
>= @—2=0 = Q=\/;=0-707e finc = fc

| polinomi di ordine superiore si possono ottenere considerandoli come
prodotti di polinomi a 2 poli, ed uguagliando i coefficienti quando si
impone I’uguaglianza dei moduli alla funzione di Butterworth.

Pur di complicare le cose é possibile realizzare filtri a caratteristica
ancora piu tendente all’idealita.

Un esempio sono i filtri di Chebyshev.
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Nei filtri di Chebyshev si ottiene un risulto piu consono con il modulo
della funzione di trasferimento pur di tollerare una certa “ondulazione”
nella parte piatta. L’ampiezza dell’ondulazione si puo modellare agendo
sui coefficienti dei polinomi.

(ondulazione +0,4 dB) LLa forma della funzione di
1 i Chebyshev e piu complicata
0 di quella di Butterworth:
10— .
% - 20 N n =2
E" ~30 \\\ T |H(w)| =
NN V1+e2CH(E/f)
v —-40 13
=3 _ n=8 =
-60k= ! 1 | ! (1) Dove ¢ tiene conto della
ondulazione sulla parte
“ piatta, mentre C, sono dei
(ondulazione 1,6 dB) polinomi,
|
§ - \ Anche i questo caso la
" funzione di trasferimento e
g \\ rappresentabile con il
s NI 1] prodotto di polinomi di 11
g . \\ \ § grado.
) \\ \ ) | coefficienti da usare nei
- =L LN polinomi sono forniti da
~oof= 1 1 v % tabelle.
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Ci sono filtri ancora piu rispondenti alle caratteristiche ideali. Questi sono i
filtri ellittici. In piu dei filtri di Chebyshev inseriscono un’ondulazione anche
nella parte attenuata.

L Guadagno
0 Butterworth
~10} / Chebyshev
— 20}
Ellittico
-30+ Filtro
&8 passa-basso
ideale
-40} S o
- 50}
- (B
0 I 2 e

| 3 tipi di filtri visti presentano una buona attenuazione oltre la frequenza di
taglio a -3 dB. Tuttavia sono inadeguati nel filtrare segnali che non siano
sinusoidali, perché introducono delle distorsioni che possono essere
fastidiose e deformanti.

Per questa ragione sono stati introdotti i filtri di Bessel o Thomson che, a
scapito di una peggiore caratteristica della parte attenuata, sono in grado di
distorcere in modo impercettibile il segnale.

Siccome il modulo della funzione di trasferimento dei filtri di Thomson e
confrontabile a quella dei 3 filtri visti, abbiamo che fa la differenza di
comportamento sta nella variabile che non abbiamo ancora considerato: la
fase.
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Associato alla progettazione della matematica dei filtri di Bessel ci sta il
concetto di ritardo.

Una funzione di trasferimento che non ha effetti sulla manipolazione del
segnale e data da un coefficiente moltiplicativo ed un termine di ritardo:

H(w) = Ke 1%
Abbiamo visto che I’applicazione di un segnale f(t) ad una tale funzione ci
fornisce la funzione traslata, ma non modificata:
vo(t) = Kf(t —t,)

Sappiamo che una generica funzione di trasferimento possiamo esprimerla
come:

T(w) = |T(w)] e~ P(T(w))

Parafrasando quanto visto sopra ci aspettiamo che se lo sfasamento di T(w)
fosse proporzionale alla frequenza il suo effetto sulla distorsione del segnale
sarebbe minimo, al piu lo traslerebbe nel tempo attenuandone magari alcune
componenti in frequenza.

In genere la dipendenza dalla frequenza della fase e una funzione
complicata. Pero possiamo considerare la sua espansione intorno all’origine:

O(T(w)) = ap + a0 + a,w* + -

Se vogliamo costruire una funzione con sfasamento proporzionale alla
frequenza, o almeno il piu possibile tale nella banda di interesse, dobbiamo
ottimizzare:

do(T(w))
dw

~a; + 2a,w + -

S

-
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do(T(w))
dw

=~ dq + 232(1) + .-

Thomson ha fatto proprio cosi. ®(T(w)) sara I’atn() di qualche cosa e vale
che:
1 1 .

atn(x) = x—§x3 X

Supponiamo che il filtro sia a 2 poli:

T(s) =
(5) s? +a;s+ag
Vale che:
O(T . 1  ajw,
(T(@)) = —atn | =777
E quindi:

3
1  a;w, 1 a1 W,
& (T = —— —...
(T(@)) = aol—wz/ao+3ag <1—ooz/a0

Con un po’ di espansione binomiale:

3
dq dq dj

CI)(T((D)) = —a—(x) + (—a—+§> w3—. ..
0 0 )

Ora, desiderando:

P(T(w)) = —t,w
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Dovremo imporre che:

( a
A
aO

1 a as
1

B R

. dg 38\0

Cioé:
3
dg = "
tO
a; = tha,

Applicando lo stesso principio per un polinomio generico di grado n si ha:

_ (@n-=-K)!
= 2K (n — k)|

E questi sono i coefficienti dei polinomi di Bessel.
Da questi coefficienti si puo costruire una tabella che soddisfi le celle
di circuito che vogliamo implementare. Come si vedra piu avanti.
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1coce
dP(T(w))

dw

~ a; + 2a,0 + -

Percio dobbiamo imporre che a, sia grande rispetto ad a,, a,, ....

Questa e stata la filosofia di Thomson che ha cercato di realizzare una
funzione simile alle precedenti, ma con in piu la costrizione di avere una fase
il pit possibile lineare con la frequenza.

Il risultato é stato ottenuto sfruttando le funzioni di Bessel.

ik i e A differenza che nei 3 tipi di
' ! filtri precedenti la parte
attenuata del filtro e piu
dolce. Pero la parte piatta,
precedente la frequenza a -3
dB e estremamente regolare.

GUADAGNO (dB)

; !
-60 f ! A (fIf)
|

0, Lacs La fase dei filtri di Bessel &

\ ‘ praticamente proporzionale
| alla frequenza, almeno a
basse frequenze.

Fase (radianti)
3

/

A

[

e L : ( Jl'r‘)
0 0.5 1 1.5 2 L
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Il confronto diretto tra il ritardo dei filtri di Bessel e di Butterworth é
eloguente.

6-pole
Butterworth

Er 6-pole
2" 'Bessel
1l

N U RS VU IS WO UMY S S G
0 0204 06 08 1.0 1.2 14 16 18 2.0

delay (s)
B

frequency (radians/s or w)

Il ritardo di un filtro di Chebyshev da un’indicazione del fatto che I’ampiezza
in questo tipo di filtri va a scapito della risposta.

WrE——— == g e e s e =
I
I

Delay
(s)

 (rad/s)

FIGURE 2.6-5
Delay of Chebyshev functions with 1-dB passband ripple.
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La regolarita della fase si riflette direttamente nel comportamento nel

dominio del tempo.

Il discostamento della fase dall’essere proporzionale alla frequenza porta ad
una distorsione del segnale di uscita, se il segnale non € una sinusoide pura.

Tipico esempio significativo é la risposta del filtro al gradino.

r(r)

e e e e A e 3 il ey T
|
|
\

Abbiamo visto che nel
filtro Chebyshev il ritardo
si differenzia
maggiormente che nel
filtro Butterworth
dall’essere costante.

0

{(s)
"aURE 2.7-6
responses for Butterworth functions.

A sua volta il filtro
Butterworth non presenta
un ritardo costante.

=777 Il risultato e che nel filtro

| Chebyshev I’overshot ed
Il ringing nella risposta al
gradino e piu pronunciato
che nel Butterworth.

L

'1|'___"l"'_—1'___|“__—IH__rukflkf*T___T'
| | | | | | | |
| | | | | \
| ! | |
e 77 77N TR L ~
| y ! ! { | |
| T \ -
ux —— Sy 8 P! === o= = = 4 - — — - -
| 1 | 1 |
| | | |
= i 4 b: [ | J |
ru) OG- e — = g= = =t - g T == N — = 7
| ! ! |
| | 1 1 ] 1 |
Hd —— 4 - | [ A O ) — A4 L — . -
1 1
| i | | i |
| i | | i |
h2 - — t S s == e = = == — ===
| ‘ | \ | |
| | i |
| { | | | | |
1 4 5 | in
Fisy
FIGURE 2.7-7

Step responses for 1-dB-ripple Chebyshev: functions.
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Il filtro Bessel presenta una risposta estremamente piatta all’eccitazione a
gradino. La distorsione inserita al segnale e insignificante. Il risultato € la
conseguenza diretta del mostrare un ritardo costante con la frequenza.

Nella risposta di Bessel il gradino appare come ritardato. Possiamo pensare al
ritardo al punto dove il segnale € al 50 % del massimo.

1.0

0.8

riry 0.6

0.4

0.2

0

FIGURE 2.7-8
Step responses for Thomson functions.

0.6% overshpi)t/7<\
|

1.0— oy \-—’6&"
2
§. ~ 6-pole Chebyshev (0.5dB ripple)
@
8 6-pole Butterworth
2 05—
E\. 6-pole Bessel
fa+]

| | 1 i =
0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
time (s)

gpessina
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Il confronto nella risposta
al gradino dei 3 filtri
mostra quanto sia piu
fedele alla forma del
segnale di ingresso la
risposta del filtro Bessel.
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Il modulo della funzione di trasferimento dei 3 filtri studiati mostra che la
riposta che presenta meno distorsioni nel domino del tempo e accompagnata
da una maggiore “dolcezza” nell’attenuazione oltre alla frequenza di taglio a
-3 dB.

— T T T .. "i ‘ ! ITT'ITI F T |I | | |1] T 1 !a|{7_1—1
1.0 = - ' Butterworth 4 1.0 — L i - Bessel )
c . — ‘lfx ~ ? ; c = : } ~ -
3 a— TN 1 > ; 1 90 . 8
X b 1 JEESE\\N '\\ 3 - ] L 1] AN i
2 . Hid N > 5 : ' : n=2
> 0 \\\ - : g 0.1 N
c = T E g X
o e 1 1 S AY n=23 Q _‘h\
z - 1 ARV & 2 1 e 1 B W
e T[T} \ \ n=4 = t ' N
@ F BEE \ \ ! 3 ; 1 +— + \ a ™
© i v ! n=
2 001 e g £ 001 3
g 5 : X “\ E' n= 5
E — 4 n=8 ‘\1 3 i ® 1 N ,
! | AWAY H | n=8\ \ |
- i . L0 i ALY i
0.001 b il 1\ \ 1 NI 0.001 | (| ,\ L IN!
0.1 1.0 10 0.1 1.0 10
normalized frequency normalized frequency
A B
i T LR T T !II!TL: I I T T T17T1rI17Tmn
| - L1 | _ Chebyshev Chebysh
o Pe— E Chebyshev | 1.0 . Chebyshev
; : ~— (0.5dB ripple)3 = = (2.0dB ripple)?
c {_ : } ‘\ . _{1 T Y
> i T T 0 > AN
3 ! | }'H\ N 5 \
S EEREIHIA s N
g 01 == =28 g 01 =
: ee=r=o-2y o - o
2 2 2 i Y
g T g 1 W W S A
i 1\ T\ \n=4
% n=4 % | | \
3 [AWAN 3 Ll qas et \
= 0.0 6 T .y = 0.01 n = -
g A = G e
: S ey £ SRSt
s i \ . | e -1
Ii 'i : \ X ] ! | E LY .
0.001 Lol \ NI 0.001 IR A\
0.1 1.0 10 0.1 1.0 10
normalized frequency normalized frequency
Cc D

Figure 5.17. Normalized frequency response graphs for the 2-, 4-, 6-, and 8-pole filters
in Table 5.2. The Butterworth and Bessel filters are normalized to 3dB attenuation at unit
frequency, whereas the Chebyshev filters are normalized to 0.5dB and 2dB attenuations.
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n reti a doppio polo. E’ possibile implementare anche reti a 2n+1 poli. In
questo caso il polo “dispari” viene implementato con una rete standard a

singolo polo.

Esistono 2 soluzioni per I’'implementazione della rete a doppio polo. Le 2
soluzioni sono una conseguenza dell’altra.

La rete originale € il cosi detto filtro di Sallen-Key

] ] AL Vo
C1__ T
(Vs = Va (Vs — Vo) sCy + Y
= — S
Le equazioni che R4 A TOPE T 1 sC,R, A
governano la rete sono: B Va
U0 T 14 5C,R,
Risolvendo:
Vo = 1 V.
7 s2C,C,R;R, +s(R; + R,)C, +1 8
1
— 1 VS
1+ (5/0)? + 5 (5/)
con:
1
2
0 = CLCoRR,
1 (Ri+R)G R _ JCiGRR,
Q \/C1C2R1R2 (Rl + RZ)CZ
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Nella forma piu classica i parametri del filtro sono espressi come:

L L J + VO

Da cui:
1 1
W, = ——— Vo =3 202 Vs
° = CRynm s’ nmR?C% +s(m+ 1)RC+ 1
— e 1
Q = ﬂ = 1 VS
(m+ D 1+ (5/0)? + 5 (5/6o)

Di conseguenza scegliendo opportunamente n, m, R e C si puo fare
soddisfare alla funzione di trasferimento trovata i parametri opportuni per
fare soddisfare le funzioni descritte.

Nei casi in cui Q risulta essere > 1 (vedi pagine successive) non e
possibile fissare nad 1.
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Vediamo la stabilita dell’anello. Assumiamo che la larghezza di banda
dell’amplificatore sia maggiore di quella della frequenza del filtro che si
intende realizzare, per semplicita.

Facciamo prima una considerazione. Il nostro guadagno di anello sappiamo
essere del tipo:
1 —-T(w)

A= B T-Tw)

Sappiamo che non si incorre problemi se T( ) € negativa. D’altra parte,
abbiamo che T( ®) e monotona decrescente. Da qui scende che se [T(w)| <1 il
denominatore non puo annullarsi, qualsiasi sia arg(T()).

Quindi assumiamo che I’amplificatore sia ideale ed abbia guadagno 1:

1xV,
V; (un attimo per valutare T)
mSR Va i Vi ( A sC
l 1 e <(\/T—\/A)smc_mR+1+SRCVA
nCl L V. = Va
L' 145sRC

v, = snCmR v
I 7 snCmR + 1 + (snCmR + 1 + m)sRC !

E quindi, essendo il guadagno dell’amplificatore =1:

T Vi snCmR
~ Vp  snCmR + 1+ (snCmR + 1 + m)sRC

Da culi,

snCmR
snCmR + 1 + (snCmR + 1 + m)sRC
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| = snCmR '““
~ |snCmR + 1 + (snCmR + 1 + m)sRC
7| = (wnmCR)
~ |ljo(mmCR + (1 + m)RC) + 1 — w?nmR2C2]
T2 = (wnmCR)?
~ [(nmCR + (1 + m)RC)w]? + [1 — nmR2C2]?
(wnmCR)?
IT|? = = > <1 Vo, cvd!
2 m _ 20212
(wnmCR) l(l +— )] + [1 — nmR?2C?]

Percio |T| risulta strettamente <1 per ogni valore di ®, cosa che garantisce
la stabilita della rete.

Ora, la cosa interessante e questa. Valutiamo il guadagno 1/B, ipotizzando

R Vo=V,  Abbiamo che V=0 V, ma allora la
vV My, R v corrente in R deve risultare nulla,
S L LI

percio anche V,=0 V.
Per cui:

—— —V, snC
Vs
V —_
© snmCR
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a\
R ICOCC
m R
V
{1} AI_I + VO

T snCmR
~ snCmR + 1 + (snCmR + 1 + m)sRC

Considerando che la trasmissione diretta risulterebbe nulla, visto che

abbiamo assunto per semplicita che I’'impedenza di uscita dell’OA sia nulla,
abbiamo che:

V, = 1 Ty
°  snmCR1-T S
_ 1 —snCmR 1 v
~ snmCR snCmR+ 1+ (snCmR+1+m)sRC1—T *°

1

X
snCmR + 1 + (snCmR + 1 + m)sRC
snCmR + 1 + (snCmR + 1 + m)sRC

X V.
snCmR + 1 + (snCmR + 1 + m)sRC — snCmR °
1

= V.
1+ (snCmR + 1+ m)sRC °

1
= V.
s2nmR2C2 + s(1 + m)RC+ 1 °

Quest’ultimo risultato e esattamente uguale a quello ottenuto qualche pagina
fa. Questo mostra che la tecnica usata nell’analisi delle reti reazionate vale
sia che il guadagno T sia piccolo o grande, negativo o positivo.
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Possiamo anche considerare il caso in cui I’amplificatore non sia ideale
ed a guadagno unitario:

__C

mR
] L

.

((v V) c=a,_ SC y

P VA = R T T ¥sRC A
Va

LV, =

* 14 sRC

\V_=Vp

Da cui, come nel caso precedente:

B snCmR v
~ snCmR + 1 + (snCmR + 1 + m)sRC ©

Vs

E quindi:

snCmR
T=A Ve A(anmR + 1+ (snCmR + 1 + m)sRC - 1)
1+ (snCmR + 1 + m)sRC
a (anmR + 1+ (snCmR+ 1+ m)sRC)
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T 1+ (snCmR + 1 + m)sRC
B snCmR + 1 + (snCmR + 1 + m)sRC

T = A 1+ (snmCR + 1 + m)sRC + snmCR — snmCR
- 1+ (snmCR + 1 + m)sRC + snmCR

7= _al1 snmCR
B 1 + (snmCR + 1 + m)sRC + snmCR

Ma:
AsnmCR

1-T=1+A-
* 1+ (snmCR + 1 + m)sRC + snmCR

snmCR
1—Tz(1+A)(1— >

1+ (snmCR + 1 + m)sRC + snmCR

Ma la quantita dentro parentesi € sempre <1, come abbiamo dimostrato
precedentemente.

In particolare in questo caso il termine 1/B, considerando V,=V. e
esattamente uguale al risultato trovato qualche pagina fa:

1

Vo = v
O s2nmR2C2 +s(m+ 1)RC+1 °

Introducendo il termine di correzione in T:

1 —T

Vo = Y
O s2nmR2C2 +s(m+ 1)RC+11—T 3
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T— A 1+ (snCmR + 1 + m)sRC
B snCmR + 1 + (snCmR + 1 + m)sRC

1—Tz(1+A)<1—

snmCR
1+ (snmCR + 1 + m)sRC + snmCR

Ovvero:

1 —T
= V.
s2nmR2C2 +s(m+ 1)RC+11-T °
1 A(1 + (snCmR + 1 + m)sRC) o
s2nmR?C?2 + s(m + 1)RC + 1snCmR + 1 + (snCmR + 1 + m)sRC

Vo

1
X Vs

snmCR
(1+4) (1 ~ 1+ (snmCR + 1 + m)sRC + snmCR)

1
X
s2nmR?C?2 + s(m+ 1)RC + 1

Q

o 14+ (snCmR + 1 + m)sRC v
1 + (snmCR + 1 + m)sRC + snmCR — snmCR °

1
= V.
s2nmR2C2 +s(m+ 1)RC+1 °

Cioe ancora il risultato calcolato in precedenza.
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Una seconda soluzione, che aggiunge piu liberta di scelta, I’abbiamo se
consentiamo all’amplificatore di avere un guadagno > 1:

R R
|—1|VA |—2|

VSQ - o >O

C

Ora il guadagno dell’amplificatore é:

Rr + R
k— RatRp
Ra

[l circuito equivalente diviene:

R, V, R, V,

1 1 K

La rete si risolve a partire da:

(Vg — Vy sC,
=5C,(Vy—V Y
R, sC1(Va O)+1+SC2R2 A
Va
Vo =K
\ O™ ™1 4sC,R,
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K

Va =
O 7 s2C,C,R4R, + s[(Ry + R,)C, + (1 —K)R,Cy] + 1

Vs

In questo caso abbiamo una sorta di grado di liberta in piu. Di solito si sfrutta
questa opportunita ponendo: R,=R,=R e C,=C,=C:

R R
|—|VA — K VO
vQ L 4
c cl
Vo = K V
O 7 s2C2R24+s(3—K)RC+1 °
K
— : V
1+(S/wo)2+ﬁ(s/wo)
Dove:
1
O)O_C—R
1 3—K 1 K=3 1
Q =3% Q

Nei filtri di Butterworth, Thomson e Chebyshev Q é sempre > 1/3.

Pertanto questa configurazione si adatta a detti filtri ed a qualsiasi
scelta del numero di poli.

In particolare risulta sempre che K < 3.

Osservazione: per tutti i tipi di filtro visti scambiando di posto le resistenze
con le capacita e considerando il reciproco del coefficiente della frequenza

delle tabelle si ottengono filtri passa alto.
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Per ottenere un Q adeguato alla realizzazione dei filtri attivi si € reso
necessario aggiungere una piccola reazione positiva al sistema. Infatti se si
andasse a verificare, i filtri considerati hanno poli complessi e coniugati.

Di principio, la piccola reazione positiva potrebbe portare instabilita.

Sappiamo pero che se T é < 1 a partire da una frequenza ben < di 180° non vi
sono problemi.

Per verificarlo, studiamo il guadagno di anello supponendo I’amplificatore
ideale, nell’ipotesi semplificava che siano uguali le resistenze e le capacita:

KXV,
V+ (un attimo per valutare T)
R y R
LA (
= 1 — (Vo —V)sC= 24 5¢ y
1 L JUTT AT R T sR
c] ©4 K
VRET = 775 Va
L 1+ sCR

Risolvendo si ricava:
T — VRET _ SCRK
V. 1—(w/w,)2+3s/w,

Va da se che vale:
ARg
1-T

Af=

Visto che la reazione € positiva deve essere garantito che |T|<1 Vo:

o (0/0g)?K?

T = A (0/00)27 + 9(0/wg)?

k<3 (©/05)%9

< <1 Vo

[1 - (0/w6)?]? + 9(w/we)?
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Esempio: filtro Butterworth a 6 poli con frequenza di taglio f,=1 kHz.
Tabella 4.1 — Esempi di tabelle dei

Filtro di tipo Butterworth pass

n Jor Q; Joz 0] Jos 03
2 1 0,707
3 1 1,000 1
4 1 0,541 1 1,306
5 1 0,618 1 1,620 1
6 1 0,518 1 0,707 | 1,932
7 1 0,555 1 0,802 1 2,247
R v R R v R
{0 N Vg, I e B >02
S T v T [V
C C |
R Rg;
RAl RAZ
R v R Ognuno delle 3 celle deve soddisfare:
g Y 0y = — K=3-—
L i ° CcR T Q
C:: cl 7 Scegliendo per tutte C=100 nF abbiamo che:
R = = 15920
. Res 2mtf,100 nF
A3
Poi, dalla tabella: K;=1.0695, K,=1.5856 e
K4=2.4824. Quindi, per esempio, scegliendo
RA=RA=R =1 K Q)
. R, + Ry . Ry RA1 A2~ A3
TR, TR, "B & Ry, =695 Q, Ry, =585 Q, e
= Ra(K—1) Rg3=1482 Q
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Ora filtro di Thomson a 6 poli a frequenza di taglio f,= 1 KHz RIESEC
Filtro di tipo Bessel passa-t
n Jor 0 Joz 0 Jo3 0;
2 1,274 0,577
3 1,453 0,691 1,327
4 1,419 0,522 11,0591 0,806
5 1,561 0,564 1,760 0,917 1,507
6 1,606 0,510 1,691 0,611 1,907 1,023

- -~ e~ - mmoa ~ s ra -~ - e

Volendo soddisfare la condizione sulla fase abbiamo un parametro in piu per
ogni cella. Cerchiamo di soddisfare i coefficienti con celle a guadagno
unitario.

R R R R
|—1|VA|—1| 2V 2

Q I . \V01 l‘: — I - + V02
V 1 1. 1 —_ 72|
LT . T T

nC,

R3 R3
L: {1 % Ora facciamo in modo che in ognuna delle
/A

_L_C, celle le resistenze siamo uguali (m=1) e le
T L capacita siano diverse (n=1). Quindi risulta
: che:
yn oo
Q= miD Q=7 quindi n = 4Q?
1
Selezionate le 2 capacita sara: R =
¥ ZT[fofoiC\/ﬁ

Attenzione al vincolo: in ogni cella la frequenza da considerare non é f, ma
f, moltiplicata per il coefficiente f_; dato dalla tabella.
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Filtro di tipo Bessel passa-t(

n Jor 0 Joz 0; Jos 03
2 1,274 0,577
3 1,453 0,691 1,327
4 1,419 0,522 7 1,0591 0,806
5 1,561 0,564 1,760 0,917 1,507
6 1,606 0,510 1,691 0,611 1,907 1,023
1
n = 4Q?

R =
ZT[fOfoiC\/ﬁ

Per cui, se C,=C,=C4;= 1 nF otteniamo che: nC,=1.04 nF, nC,=1.4932 nF e

nC,;=4.186 nF.

R,=95300 O, R,= 63060 Q e R,=19947 O
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Un secondo tipo di applicazione, di cui esempio piu evidente € la
trattazione del segnale proveniente da un rivelatore di particelle, si ha
quando il segnale ha forma predeterminata, la cui ampiezza é I’unica
variabile in gioco.

Il segnale viene sagomato in modo che la forma finale abbia
caratteristiche che soddisfino esigenze di rumore, di frequenza di
ripetizione etc.

La tipica catena di acquisizione analogica di un segnale proveniente da un
rivelatore nucleare standard segue le seguente fasi:

X

Q8(t) J' I | Filtro

T(s) 1
1/s ET(S)

La particella incidente genera un segnale molto veloce, approssimabile ad
una o(t).

Il segnale viene integrato ed amplificato. Quindi filtrato per ottimizzare il
rapporto Segnale/Rumore, S/N.

Vediamo come si possa realizzare un filtro.
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Un secondo tipo di applicazione, di cui esempio piu evidente € la
trattazione del segnale proveniente da un rivelatore di particelle, si ha
quando il segnale ha forma predeterminata, la cui ampiezza é I’unica
variabile in gioco.

Il segnale viene sagomato in modo che la forma finale abbia
caratteristiche che soddisfino esigenze di rumore, di frequenza di
ripetizione etc.

La formatura piu classica e semplice ¢ la cosi detta CR-RC:
R
Vi C ” ’:L\VA I I 1 VO
| |/ — 1
R “L
ST

=— V.
(1+st)2 !
Il modulo della funzione ha massimo per m=1/t dove troviamo i 2 poli:

Vo

Vo

=0.5=-6 dB
Vi

w=1/t

Le 2 frequenze che stanno -3 dB sotto il punto di massimo sono:

2.45
w; > = 0.35 = W12 = ’ dB 4
(1 + w?t?) 0.41 0 U/(RC) o
— >

~

-20 dB/dec
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La formatura piu generica si ha ponendo in cascata un filtro CR e n filtri
RC, generando un rete detta CR-RC™:

Vo

ST
“@rspra T TN

Nel processo di amplificazione di un segnale proveniente da un rivelatore, il
segnale tipicamente impulsivo viene quasi-integrato prima di essere posto
all’ingresso del filtro. Di conseguenza e di interesse studiare la risposta del
filtro ad una eccitazione a gradino:

1 1
Vi) = Viol() = V= T_n 1
(s+3)

L’anti-trasformata nel dominio del tempo é un’applicazione della
proprieta gia vista della derivata:

Vio

n+1

Vo = (1) exp(~1) 109

n!

Derivando V,(t) si ottiene che il massimo della funzione si trova per:

Cmax = NT
1
dove: Vo (tmax) = nl n" exp(—n)Vj,
: . 1
Per esemplo per n=1 e: Vo (tmax) = gVio = 0.37V;,
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0.4

Lo~ e tau=1 s

.'j -=--tau=5 us
0.3 —tau=10 pus |

:

: n=1

A E

0 0.2 0.4 06 08 1
t(s) x 10

Per qualsiasi valore di n, I’area di ognuna delle curve risulta:

co

Siccome a Vo ax Si ha t=nt, il risultato ottenuto
f Vo,(t) dt=1V;, implicache all’aumentare di n si abbassa I’ampiezza
0 del segnale, e si allarga la sua estensione temporale.

Si supponga di dovere sostenere un frequenza media di conteggi pari a A
conteggi al secondo (A essendo governato dalla statistica di Poisson).

Il valore medio risultante sara:
(0.0]
V, = A f Vo (t) dt = AtV
0

La linea di base del segnale si sposta della quantita At quando si illumina il
rivelatore con la sorgente. Se A e elevato si e quindi costretti ad impiegare
tempi di formatura t piccoli, oppure ad usare una formatura che abbia
valore medio nullo.

L’effetto del discostamento della linea di base e deleterio giacche
I’ampiezza del picco del segnale risente dal valore di partenza.
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Un tipo di formatura che consente di evitare il problema dello
spostamento della linea di base si ottiene aggiungendo una
differenziazione alla formatura CR-RC", ottenendo la formatura CR?-RC",
0 bipolare:

v C C

T
B s21? v
(1 4 st)ntz !

La funzione di trasferimento é: Vs

Mentre la risposta alla 1(t): 0 n+1 ( 1) n +2

1 1
Percio: Vo) = t—L7* v —7 Vio

) (+3)

V(1) = T% ﬁ (%)(nﬂ) exp (— %) 1(t)
- @) e () G () ew (=) e

Per quanto visto nella pagina precedente I’integrale di V,(t) & nulla visto che
I 2 termini che la compongono hanno lo stesso integrale, a parte il segno.
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La funzione ottenuta e la differenza tra 2 funzioni aventi lo stesso
integrale. Percio ora, come era da aspettarsi, la linea di base non viene
inficiata dal tasso di conteggi.

_ “~T tau=5 us
0.15 | —tau=10 ps |

-0.05}% ;

-0.1

La funzione ottenuta ha una massimo ed un minimo agli istanti:

1
tmaxmin = TN(n + 1) n + nZ(n + 1)

ad esempio, per n=1, formatura CR?-RC &:

tmaxmin = 2T [1 T ]
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Nella formatura CR_RC" si puo fare una ulteriore considerazione. Ci si puo

chiedere se potrebbe essere considerata simile ad una formatura puramente
gaussiana sotto qualche limite o ipotesi.

La formatura gaussiana essendo molto regolare é una delle piu ambite,
difficile pero da implementare in pratica.

Consideriamo la formatura:

(t—ritardo)?
f(t — ritardo) = e 215

Vale a dire un segnale gaussiano traslato.

La sua trasformata di fourrier risulta:

2

T
F(s) = toVZme 29" e toritardo

Supponiamo che per qualche n la formatura CR-RC" approssimi f(t),
quindi F(s). Nel dominio delle frequenze questo deve verificarsi per
modulo e fase:

1 sat FF(s)= risposta del filtro al segnale del
S

Da:  FF(S) =5 Grrn+i  preamplificatore.

Ci aspettiamo che:

IFF(s)| =~ |F(s)| e arg(FF(s)) ~ arg(F(s))
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Supposto che ot=tV(27), abbiamo da dimostrare che:

n+1 2.2

(w12 +1) ~ e® T

Consideriamo il limite:

r]}li_r)rcl)o (1 + %)m = [1]® indecisione
| x\m In(1+) 0
rr111_r>réo (1 + E) = Hlll_r>r(1)o exp /m = exp (6)
In(1+= _
im exp - (1 /‘;m) = aim exp [ j X - i(;zzl —e

Scegliendo: t=t,/ Vn:

0T 2 n+1
(w02 +1)""" = <( o) + 1> — e®’To °

n n grande

Percio una candidata all’approssimazione gaussiana é:

aTe/y/n
(sto/¥yn+ 1)+t

Vediamo I’argomento che ora dovra soddisfare:

FF(s) =

@(FF(s)) = narctn(wt,/vVn) =~  ToVno

w piccoli
Per cui se nella gaussiana poniamo:

ritardo = T,y/n
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Abbiamo che: BICOCCA
2
aT n _To 2 .
o/VI T,V2me " 2 @ ej0ToVh
(sto/yn+ 1)n+1
La formatura CR-RC ha 20 poli
[ ——Gaussiana
—CR-RC™
0.8.'
0.6}
P
E
<[ L
0.4.'
0.2
0. » » » » 1 » » » » 1 » ] .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 Esempl
t (sec) <107
La formatura CR-RC ha 40 poli
1'"'l'"'l""l""l""l""l --------
——Gaussiana
—CR-RC™
0.8.' -
0.6} ]
P
E
<[ L
0.4.' -
0.2 ]
0. ] P a4 ] . . . - [}
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

t (s'eo) <107
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DEGLI STUDI

=
ZINCA=
be*
2V B
B A

Vediamo un esempio di applicazione di filtro formatore basato sull’uso disuspce

singolo AO.

|12

| I
vi() >
V
r+ O

(Vi — Vy
Ry

VpsCy = — 22 I::} Yy = — 0
\ASl_ Rz AT SClRZ

= (VA - Vo) SCZ + VASC1

1
_— = VA (_R + S(Cl + C2)> — VOSCZ
1

1+ s(Cy + C)Ry
= — C, |V
T SC,R.R, 2|0
1+ s(C; +C,)R; + SZC1C2R1R2] v
== 0

SC1R1R2

Quindi:

SClRZ
1+ S(Cl + CZ)Rl + SZC]_CZR]_RZ

Vo = Vi

J — | -
@ D
iy o
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Isoliamo il termine in s2 al denominatore:

s/C2R4
Ci +0C, + 1
C1C2R; * C1CR4R,

VO:_

Vi

s2 + s

Poniamo ora: C,=C, ed anche R;=R, e chiamiamo t=R,C;:

Vo =~— Vi

(6+3)
ST
C(st+1)2 Vi

Abbiamo implementato una formatura RC-CR impiegando un solo AO.

Formtaure semi-gaussiano vengono realizzate con I’ausilio dei filtri attivi.
Di solito si realizza un filtro passa-alto CR “standard” seguito da un filtro
ad n poli RC attivo.
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